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S⊃mop8is．　The　equation－△／十g（x）／＝え／is　considered　on　an　n．dimensional　sur．
血ce°f「e・・1・ti・n・Thi・n…d・al・with　unb・・d・d　g（x）．　Th・・el・・i・n・m。ng・h。
growth　order　of　solutions，　the　homogeneous　degree　of　g（x）and　the　structure　of　the
s・・face　i・inv・・dg…d・Th・・e・ul…b・・i・・d　h・v・g・・d…f・・mity・Wi・h　w。ll．㎞。㎜
ones三n　the　Euclidean　spaces．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’
§1． Theorems．
　　　In［2〕the　au・h・・c・n・id・・ed・he　eig・nval・・p・・b1・m・f・h・S・h・・di・ger－typ。
°pe「at°卜△＋q（・）・n・Ri・m・nni・n　m・・if・ld・f・pheri・ally・ymm，t，i，、t，u。t。，e
wh・・e　th・p・t・nti・l　q（・）w・・assum・d　t・b・b・・nd・d．1・thi、　n。t。　we　c。n，ider　th。
same　problem　in　the　casc　where　g（x）is　permittcd　to　be　unbounded．
　　　Let”b・an　n－dim…i・nal・u・face・f・ev・1・・i・n（・≧2）i・R・＋・．　We　reg。，d　i、　as
aR．lemannian　manif（）1d　of　the　structure
　　　　　M－（・・，・。）・8・－1－｛（ろω｝liE（・。，・・），　tUES・－1｝　　　　　　　．
with　the　metric
　　　　　ds2＝dr2＋、・（r）2ds・2
wh・・e　45　i・th…dina・y　li・e　el・m・nt・f・－1　dim・n・i・n・l　uni・・phere　8・－i　and　P（，）
1s　a　non－negatlve　twlce　continously　differentiable　function．　The　Laplace－Beltrami
operator　on躍is　then　expressed　as
　　　　　△一，1－・差，（・n－1募）＋渉，A
where　1d五s　that　on　Sn－1．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　9
　　　We　u・e　th・f・ll・wi・g・・…i…th・・ugh・ut　thi・a・・i・1…　d・n・・es・h・p。i。・。f
M・q（・）i・am・a・u・able　real・va1・・曲・・ti・・d・fi・・d・・M，えi・ap。titi。e　c。n、t。nt
and・f（・）i・th・・eal－val・・d・・1・・i・n・f　th・S・h・6di・ger－type　eq・・ti・n
　　　　　－△f＋Of＝　2f・・M　　　　　　　　　　　　（1．1）
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which　belongs　to　H21。c（M）and　does　not　vanish　identically　in　any　neighbourhood
of　infinity．　Moreover，　we　denote　by　a　topside　or　supcrior　dot　thc（ordinary　or
partial）dcrivative　with　respect　to　r　and　by　super’ior－1　the　reciprocal　number．
Further，　the　expression，“（r→Oo，　unif：）”should　be　rcad　as“uniformly　on　Sn－1　as　r→
OO，，
D
　　　We　agrec　to　understand　that　if　we　find，　say，4in　the　sequel，　q　is　absolutely　con－
tinuous　in　r　f（）r　almost　cvcry　fixedω∈Sη一1・
Assumption（ρ，0）．　to∈C2（（ro，　Oo））and　is　monotone　increasing　and　divcrging．
Assumption（ρ，1）．ρ一’ρ　・・o（1），　P”P－o（1）（r→。。）．
Assumption（ρ，2）．ρ（r）≦l　and　the　curvaturc　of　the　mcridian　does　not　exceed　a
constant　value．　That　is，
　　　　　IP’1／～／1一ρ2≦c
f（）rsome　positivg　constant　C・　　　　　　　　　　　　　　　　　　、
　　　Similarly　with　the　case　of　a　Euclidean　spacel　we　denote　by　Sδ（M）（δbeing
some　constant　O＜δ〈2）the　set　of　functions　g（x）such　that
　　　　　∫9（x）…（聯」…dy　　　　　（L・）
is　bounded　on　M，　and　call　it　the“quasi－Stummcl　spacc”（cf・［1コ）・Here　dis（x，ツ）
denotcs　the　gcodcsic　distance　betwcen　x　andク，　and詔（x）；｛ク‘ルI　ldis（x，ク）＞1｝．
We　denote　further　by　Sδ1。c（M）thc　set　of　q（x）such　that（1．2）is　locally　bounded．
Needless　tσsay，　if　we　suppose　g‘Si（M），　g　is　allowed　to　be　an　unbounded　func－
tion．
　　　We　nced　one　more　property　of　the　potentials　in　order　to　carry　out　the　differen－
tiation　fピeely　under　the　integral　sign．　Namcly：
Definitio皿①f　Property（q，0）．　We　say　g（x）has　Propert7（g，0）if　it　satisfies　oneげ
the　fblllowing　conditions（i）or（ii）．
　　（i）　On　any　colnpact　subset　ofルf，　q　is　cxpressed　as　a　sum　of　two　functions　e〔ω
　　　　　and　q（ゐ）such　that　q（のESδ1。c（M）（乞＝a，のfbr　somcδand　g（α）≧0，　q（．め）≦0；
　　（ii）4E　Sδ1。c（M）f（）r　someδ．
Assumption（q，1）．　e　is　the　sum　of　two　real－valued　measurablc　functions　g1　and％
which　satisfy　thc　fbllowing　conditions．
　　（i）　gi　E　Sδ（M）f（）r　someδand　possesses　Property（9，0）；
　　（ii）　Thcre　exist　a　constantリ（0＜り≦2）and　a　positivc　function　e（r）such　that
　　　　　　　　　θ（r）＝o（1）（r→。。），
　　　　　　　　　ρP”’g、＋リ9i≦（r）（onM）＊；
　　（iii）　92＝0（ρ｝ip）　（r→○○，　unif・）・
Theorem　1．　Let　A∬umPtions（ρ，0）（ρ，1）（ρ，2）（g，1）　be　sa彦霞戸θ記　For　an　arbitrarl
P・sitiveεthere　exist・P・・itive　c・・伽彦C，　a　c…彦・nt　C・nd　an　r・（≧・・）su・h　th・t
　　　　　∫　。げ（・）1・姻距（・）－v／・一・dr＋δ（R≧・1）　　一・
＊For　exampe，91＝ρ（r）－VX（ω）十90，90≦68（7），40≦cp－1ρ8（り・
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holds．（Note伽彦the　second　member≧OI・（R）D／2－・＋C　though　the　la彦彦er　inegualめl　isげηo
avail　ゲツ＝2）．
・Whenルf　is　an　cxtcrior　domain　of　a　Euclidean　space　or　a　cone（乞．e．ρ＝0）and
g＝qo，　we　can　rcmove　theεin　Thcorem　l．　This　result　f（）rρ＝7　was　obtained　in　final
lbrm　by　J．　uchiyama［5］，　M．　Mochizuki［3］and　both　authors［4コ．　But　we　would
like　to　offer　another　proof　relaxing　the　conditions　slightly・
Assumption（ρ，3）．　n≧3　andρ（r）＝cr（0＜c≦1），　i．　e．　M　is　the　exterior　domain｛lxl
≧ro｝in　Rn　or　the　part｛r≧r。｝of　the　surface　of　a（half）conc　of　dimension≧3．
A8sumption（q，2）．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　、
　　（i）　qESδ（M）f（）r　somcδand　possesses　Propcrty（¢，0）；
　　（ii）　There　exists　a　constantり（0＜り≦2）such　that
　　　　　　　　　9十vr－’9≦O　almost　everywhere．　　　　　　　、
As　to　the　physical　meaning　of　such　potentials，　see　e．　g．［1］，『［5］．
Theorem　2．　乙lnder／4∬umptions（ρ，3）（q，2），　we‘an　findαpositive　cons彦ant　C　and　an
アL（≧70）　50that
（a） るヂ0〈りく2，ω6　have
∫．。ぐxl＜。げ（・）1…≧CR1－・／・（・≧・・）・，
（b）　and　ifリ＝2，
∫．。く1。1〈。・］f（・）1・dx≧Cl・gR（R≧rl）・
　　§2．　Abstract　differential　equation．
　　　　In［2コwe　have　made．cxtensive　use　of　an　abstract　theory．　Here　again，　it．．　will
be　effective．　Theref（）re，　we　repeat　it　without　proofs．
　　　　Let　H　be　a　Hilbert　spacc　and　D。　its　linear　subset．　∠10＝Ao（r）and　∠41＝、41（ア）
are　assumed　to　bc　linear　operators　defined　fbr　each　value　of　r．　Further，　we　assume
that　f（）r　each　value　of　r　thc　domains　of　A。（r）and　A、（r）contdin　1）。．　We　denote　in
thc　sequel　by（，）and　1目l　the　inner　product　and　the　norm　of　H　respectively，　and
by　a　dot　the　derivative　with　respect　to　r．　Moreover，　instcad　of　writing　as“fbr　almost
every　r≧ro，，，　we　say　simply‘‘（r≧ro）’，．
Condition　O．　　　　　　　　　　　　　　　　’　　　　　　　　　　　　　　　　』　　　．　　『
　　（i）　　（∠40（r）o，ω）＝（ひ，、∠40（r）ω）　fbr　every　v，ω　‘　1）o；
　　（ii）　For　cach　v‘1）o，　Ao（r）v　is　strongly　differentiable　at　almost　every　r（being
　　　　　　の　　　　　A（r）oits　derivative）．　　　　　　　　　　　　　　　　　．　　　　　　　　　　．　・’　　『
Definition　1．　Lct　p（r），α（r）and　g）（r）＞O　be　rea1・valucd　C2－functions．　For　every　v∈
Do　andω　E　H，　we　set　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’
　　　　　B（v，ω）＝（｛（1ρ∠10）’十力～o（A。一トA，）十（α｛ρ）’｝o，の十（ψ一P9）liωll2　　．
　　　　　　　　　　　　　　一ト（｛2～ρ（α一ノ41）一（P～ク）’｝v，ω）
Condition　1．　There　exist　a　nonnegative　functionψand　a　numbcr　r2（≧r。）such　that
　　（i）∫蒐ψ（・）dr－∞；　　　　　、
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　　（ii）　　　B（V，　　W）⊇≧≧ψll　V　II2　　　（r≧r2）
fbr　every　v　E　1）o，ω　ε　H．
Condition　2・We　can　find　a　nonnegative　function　b（r）and　a　number　r2（≧ノ。）such
that　fbr　an　arbitrary　v　E　I）o，
（i）（｛a（r）－A，（r）｝V，・）≧－b（r）i剛2（・≧r、）；
（ii）∫r，・P・r・b（・）dr〈…where・（・）一∫P（畝
Condition　3．　Let　K　bc　an　arbitrary　positive　constant　and　put
　　　　ξ（R）一∫場鶏∫艶（・？・・p←K∫ご・一・・t）d・｝・d・d・・
Thcn　we　have
　　　　　limR－・・ξ（R）；。。，　limR＿。。θ一P（R）ξ（R）＝。。．
　　　Now　we　consider　the　f（）110wing　second　order　differential　equation　in　H：
　　　　　π＋A・（加＋A，（・）u＝O，　　　　　　　　　　　　　　（2．1）．
and　study　the　solution　u（r）which　does　not　vanish　identically　in　any　ncighbourhood
of　in丘nity．　We　mean　by“u　is　the　solution”that（i）u（r）EI）。　a．8．；（ii）a’（r）cxists
a・e・in　the　strong　sensc　be正onging　to　L21㏄（（ro，　Oo）；H）　and　enjoying（2．1）；（iii）　u，
銘are　thc　indcfinite　integrals　of　z≧，　ab’rcspectively　in　thc　strong　sense；（iv）（∠4。（r）u，　tt）
・・ab・・1…ly・・n・・…u・and・a…fi・・多（A・u・の一（A・u，の＋・R・（A・u，の・…
Definition　2・For　the　solution　u，　we　set
　　　　　F（r）ニ1圃r2＋（A。u，の一P（ab，の＋α1團2，
where　p（r）andα（r）are　the　functions　appearing　in　De丘nition　2．
（Notc　that　F（r）is　an　absolutely　continuous　function）．
Lemma　1・び0・nditi・ns・O　and　1　are・・顧θ4，ωe　h…
　　　　　（gF）°＝・B（u，の≧朔國12（r≧r，）．　　　　　　　　　　　　』’
Lemma　2・Under　C・nditi・n5　O，1，2　and　3，ωe　6απ勲4απr，（≧r，）such　that
　　　　　F（rs）＞0．
Lemma　3・Under　O・nditi・ns・O，1，2・nd・3，ω・　・an　／ind　a　p・sitive　c・nstant　C　satisf2ing
　　　　　F（r）≧Cg（7）－1　（r≧73），
§3．Estimates　for　multiplication　operators．
Lemma　4．1ゲg∈Sδ（M）ノb7　someδ（0＜δ＜2），　then／brωザPo5itive　numberε，　there
existsαPositive　cons彦ant　C・dePending　oη砂on　9，ε，δ，ραnd　the　dimension　n　such　that／∂7
θvay　V∈Hil㏄（M），
∫。，．rく．．．19（・川v（・）1・dx
　　　　　　　≦・∫．，．rくr．ll7v（・）1・d・　－F　C・∫．t．．くr．lv（・）1・dx
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h・lds，ωhere四歪∫伽gradient・n　M．
Proof．　Denoting　by戸o　the　gradient　of　v　on　Sn－1，　we　have
　　　　　　レ・1・－lll　l・＋・（・）一・lfi・1・・　　　　　　　（・．・）
Choose　an　arbitrary（small）constantα＞0．　Let　17　be　the　tangcntial　plane　toルI　at
x‘　ルtand　consider　the　orthogonal　projection　of琢（x，α）＝｛ノ∈　ルtldis（x，」レ）＜α｝on
11．
　　　　We　dcnote　byηthe　projection　oりEVa（x，α）and　set　　　　，
　　　　　？う（η）＝v（ノ）．
Though　the　distribution．　of　the　values　of　tf（η）is‘‘compr6ssed”compared　．with　v（ン），
we　can　easily　deduce　fピom　Assunfption（ρ，2）and　the　increasing　property　ofρ（r）
（＝the　radius　of　rotation）that　　　　　　　　　　　　　　　　　　’　　　　　　　　　　　　　　　　、
　　　　　17づ（η）1≦C－117v（ノ）［　fbr　／69（κ，α），
wherc　the　constant　C（0＜C〈1）does　not　dcpend　on　x．
　　　　Simil・・ly・w・　・an　fi・d…n・tantα（0〈α〈1）whi中d…n・t　d・p・nd・n・・nd
satisfies
　　　　　lx一η1≧0／dis（x，ク）
so　long　as　dis（x，ツ）＜α・　In　particular，　the　irnagc　of　躍（x，α）　contains　the　ball　l　x一
η1＜うon　ll　whose　radius　b　docs　not　depend　on　x．
　　　Now，　in　the　Euclidcan　spaccs，　the　f（）llowing　inequality　is　wel1－known（cf．［1コ
Appendix　l）：
　　　　　Iv（・）12≦・・n・t・δ一・∫1。一，1＜、・1・一・1・…・｛・・1Pa（・）1・…一・1・（・）1・｝・・，（・・3）
where　the　const．　depends　only　on　n．　Rccalling　the　previously　mcntioned　estimate
of　each　tcrm　and　considering　the　fact　that　the　Jacobian≦1（i．θ，　dη≦dy），　wc　have
　　　　　l・（・）・12≦・・n・t・δ”・∫、，、。iのd・・（り）・一一・｛・…17v（・）1・＋・・一・1r（．・，）1・｝d・，
the　const。　depending　only　on　n　again．　Thus，
　　　　　∫．．。＜．〈r，．。　19（・川・（・）1・dx
　　　　　　　≦・・n・t・δ一1∫．，　〈．〈〆一。19（・）ldx
　　　　　　　　　・∫＿d・・（x，ク）・一’・一・｛・・姻・）1・＋・・一・1・（一），）1・｝φ
　　　　　　　≦・・n・t・δ一1∫．，．r，，、〈．，｛・…17v（・）1・＋・・一・［v（．・，）1・｝dy
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　【9（x）i　dx　　　 ・／
　　　　　　　　　　　詔（y、α）dis（x，ク）n－2＋δ
　　　　　　　一C・α・∫．．．、。，〈r，17v（・）1・φ＋・・b・一・∫。，．．、。、〈r．・lv（・）i・d」，
with　some　C1，　C2＞0（r（ク）bcing　r　corresponding　toッ）．　Choosing　a　sufHciently　small
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to　satisfy　C1αδ＝ε，　we　obtain　Lemma　4．
Remark・If　we‘assumc　g　E　Sδ1。c（M），（3．1）holds　with　C、　depending　on〆and・r「’・
Hence　in　particular，9∈Sδloc（M）and　v　E　H11㏄（M）imply　qlv12∈Lll㏄（M）．
Lemma　5．1げa／function　g　E　3δ1㏄（M）isαう∫oJz‘’6砂continuous読読78吻6‘‘6　r　for　almost
everJωESザ1　and　Posse∬es　ProPerty（9，0），　then／for　ever2　v　E　H21㏄（M．），
　　（a）4ivl．2　E　LII。c（M）（the　d・t　being∂／∂r）∫
　　（b）　ノ「or　u＝＝ρ（n『1）／2　v，（gu，　u）is　absolutely　continuous　and
　　　　　　　　　瑳（・切一（au，め＋・R・（・・，の　』
　　　　　hold∫at　almo5t　eveリノr＞アo．
Proof．　It　is　sumcient　to’．cons量dcr　real－valued　g　and　v．　If　4∈5δ1㏄（M）then（a）f（）1－
lows　from　the　remark’盾氏@Lemma　4．　Therefore　we　suppose（i）．　Fix　the　campact
setルfノ＝［〆，〆’〕×Sn－l　and　choosc　onc　of　the　q（の．　Then　q（のis　absolutely　continuous
in　r　and　q（i）has　de丘nite　sign．　Sincc　v∈H210c（M），2vi）E五1（（〆，〆’））fbr　a．　e．丘xcd
ω．Therefbre，　v2　is　absolutely　continuous　as　an　indefinite、integral．　These　fa　gts　yield
the　intcgration　by　parts
　　　　　∫；：・・‘…ρ噺一・・‘…ρ・－11・一〆一・・・…ρ・－11・一・
　　　　　　　　　　　　　　　　　一・∫1：q・1・vDρ・一・　d・・一（　1）∫1：・…v・ρ一・砂・　　（…）
By　virtue　of　g（i）v2∈Lil㏄（M），　the丘rst　and　the　second　terms　in　the　right　E　L1（Sガ1）
f（）rα．e．〆and〆’．　Further，　the　f（）ll6wing　inequality
　　　　　【・h・・h・・d・erm［≦∫二1・…lv・ρ嚇・∫1：1・…1・，・ρ・－idr　　　（・・5）
and　v，のEHIIoc（M）show，　by　dint　of　the　remark，　that　the　right－hand　membcr　of（3．5）
∈Ll（Sn－1）．　So　is　thc　fburth　term，　Hence　the　left－hand　sidc　of（3．4）belongs　to　L1
（Sn”1），　but，　because　q（v　has　definite　sign，　it　fbllows　that　4（t）’v2　E　L1（Mノ），　which
proves　（a）・
　　　Next，　we　can　easily　find　by（a）that
　　　　　du2，9（の’‘L且至㏄（（r。，。。）×Sn－1；dr‘如）．
Hence，　in　respect　of　the　relation（qu2）’＝ciU2十g（の゜，　we　have　・，
　　　　　＠2）’dll㏄（（r。，。。）×Sn－1；drdw），　　』　　　　　　　』『’
and　Fubini’s　theorem　yields
　　　　　∫、n．1…レー…一∫、n．、…レ・’・’・dw
　　　　　　　　　－∫，。．、！1：（・の’伽
　　　　　　　　　一∫二：SSn－、（qu・）°d・・dr・
Fixing　r’and　replachng〆’byγ，　wc　see　that
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　　　　　　岳（姻一∫、。、（・の・d…
　　　　　　　　　　　　　　　＝（4tt，　u）十2（ql’，　ab）　　（a．　e．　r≧ro）．
This　completes　thc　proo£
　　§4．　Proofs　of　the吐heorems．
　　　　If　we　put
　　　　　u－u（x）＝～‘（r，ω）＝ρ（・－1’／2／（x）
f（）rthe　solution　f（x）of（1．1），　a　straightfbward　calculation　shows　that　u　satisfies
　　　　　di＋，・　”2Au＋（え一q）u－n、ρ”2ρ2i‘－n，ρ『ρκ＝O
onルt，　where　a　dot　stands　fbr∂／∂r　and
　　　　　・1一一1￥”－1，），η・一与1・
　　　　Ngw　we　state　a　lemma　which　giyes　the　boundedncss　of　the　gradient　of　the　solu・
tion　of（4．1）。　LetσR（r）be　a　C2－function　wllich　satisfies　the　f（）llowing　conditions．
　　（i）　0≦σR（r）≦1　（70≦r＜QO）；　　　　　　　　　　　　　』　　　　　　　　　　　　・　　　　・
　　（ii）σR（r）＝・・O（r。≦r≦7、　or　R≦r）；
　　（iii）　σR（r）＝1　（r4十1≦r≦R－1），
　　（iv）　the　value　ofσR（7）　（locs　not　depcnd　on　1～in　the　interval　r。≦r≦r、十1，
　　（v）　in　the　interval」R－1≦r≦R，　the　graph　ofσR（r）　does　not　change　its　shape　but
　　　　　f（）rtranslation・（Note　that　sup　r〈rくRl　di　Rl　docs　not　dcpend　on・R）．
L・mm・6・S・tpP…9dδ1解（M）・ゆ・∬・∬・∫P・・perty（9，0）・L・t・u（・）－u（・，・）b・・the
・・1・tti・n　・f　the・gu吻・（4・1）・Th・n，　th…傭‘ρ・sitiv…nstants　m　and　k　d・P・ndi・g・nl」
onρand　n　such　that
　　　　　∫荒・・（r）211・・tU・dr≦礁ll・ll・　・・　一・　Si・R・ρ一・U7’uH2　dr，
ωhere戸den・tes　the　gradien彦・n　Sガ1．
Proof．　From　the　equation（4．1）it　f（）llows　that’
・∫二…｛・1國1・－2（（・一・）u，の｝dr
　　　　　　　　　－∫蕊・R・｛・ll・ll・＋・伽）＋・・一・（Au，．u）　　　　　　・
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－2niρ『2ρ211ull2－2n2ρ一iP’ilu　12｝〃
　　　　　　　　．一∫5，…募，ll・ll・dr＋・∫f，・…一・（Au，　u）dr・　　　’
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・一・∫f，’…（・1ρ一・ρ・＋…r・p・）il・ll・dr
l　－∫5，｛（・R・）・・一・・R・（・1・－1ρ・＋・，グ・b）｝utili2　dr　　←、
　　　　　　　　　　　　　　　　　　一・∫禿。σ・・ρ一・il酬・dr　　，
Theref（）re，　　　　　　　　　　　　　　　…
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　　　　∫こ…1國1・dr－∫渦（…）°’一…（niρ一2ρ2＋n・t・nt’ρ）｝11・ll2dr
　　　　　　　　　　　　　　　　－∫㌶・…一・llfiull・dr・！1，・・2・1剛2め
　　　　　　　　　　　　　　　　一∫弐（・・RU・・R・t）・dr・　　　　　　（・・2）
　　　Now，　substitutingρ一（n－1｝／2（σRu）into　v　in　Lemma　4，　we　obtain　from（3．2）that
　　　　　－！le（q・R，・aRU）dr≦∫S，（1・1・RU・・R・）・dr≦・！1（t・・”］1（ρ一C・’1，／2σ・・）’II2
　　　　　　　　　　　　　　・．＋・一・…ll酬・｝dr・C・！1，…111・ll・dr
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－・！5，（・・－1【1ρ一・一・／2σ脚一‘一”／2d・u
　　　　　　　　　　　’　一・，・一・n＋・／・ρ…ll・＋・一・σR・II酬・）・・＋C・∫1，　aR・1［・U2　dr
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　≦・・∫／h・網・め・！f，（・・dR・＋・・n22　a…－2　P2『
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・C・σ・・）ll・H・dr・・∫：，…ρ一・li酬・d・・　　　（…）
Inserting　this　into（4．　2），　wc　have　　　　’
　　　　　（1－・・）！1，・R・11・・U2dr≦∫S，｛1（…）’°＋・・dR2＋…（・＋C・＋（・…2－nl）・－2ρ2、
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一…－1酬・II・dr－（1－・）！5，・R・“21【t・・ll2dr．
Thus，　putting　　　　　・
’．m　－supr。＜r〈・・1呈，，｛S（・）°°＋・・d・・＋・・2（・＋C・＋（・・n22－・i）・－2P2
　　　　　　　　－n，ρ一1ρ）｝，
　　　　　　　　　1一ε　　　　　k＝
　　　　　　　　1－2ε’
we　obtain　Lemma　6．
　　　For　the　proofs　of　the　theorems，　we　choosc　as
　　　　　～ρ（7）＝ρ（r）α，　　P（r）＝βρ（7）一’ρ（7）
whereαandβare　constants　chosen　appropriately　in　each　case．　The　function　a（r）
should　also　be　determ三ned　later．　The　following　Proposition　l　is　the　samc　as　in［2］．
Proposition　1．
　　　　　B（v，ω）＝（｛（α＋β一2）ρ・－3PA＋（α＋β）ρα一iρ（a－ql）一，・αd・
　　　　　　　　　　　　　　一βρ・－iρ（q，＋n，ρ’2ρ2＋n，ρ一1ρ）＋（ρaの゜｝V，V）＋（α一β）ρα”iPllωll2
　　　　　　　　　　　　　　＋ρ・（｛2a＋2％＋（2n、一β（α一1）），・　”2P2＋（2n・一β）ρ“一’b’｝v，ω）・
　　　　Although　the　choices　ofα，β，　p（r）and　a（r）will　be　different　f（）r　cach　thcorem，
we　shall　cxtensively　choose　as
　　　　　ψ（r）＝const．ρ（r）α一1ρ（r）・　　　　　　　　・
The　f（）llowing　proposition　was　also　proved　in［2］．
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Proposition　2．　1アα＜β　andゲ
ωit乃ψ＝conts．ρα一1ρ．
Proof　of　Theorem　1．　Now，　let
A∬umPtion（ρ，0）is　satisfied，　then　Condition　3　aPρlies
H－・・（Sn－1）wi・h（〃，・）一∫、。、〃（・）ω（・）面・
　　and　set
　　　　　　　D。＝H2（8・－1）．
　　Our　aim　is　to　reduce　problems　to　the　abstract　theory　described　in§2．　At　first，　wc
　　note　that　the　fact　fεH21㏄（M）implies　that　u（r）satisfies　the　conditions（三）～（iii）of
　　the　solution童n§2．
　　　　　　Ifwe　set　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’
　　　　　　　．40＝ρ｝2・4十2－9i　with　1）（・40）＝Do，　　　　　　　　．
　　　　　　　ム＝％－niρ『2ρ2一π2ρ一ip’　with　1）o（・41）＝H，
　　then　Condition　O　and　thc　condition（iv）of　the　solution　is　trivial　and（4．1）is　re－
　　wrltten　as
　　　　　　　ti＋A。u＋A、U＝0，
　　where　u＝u（r，・）is　the　solution　in　the　sense　of§2．
　　　　　　Choosc　and　fix　an　arbitrarily　smallε＞O　and　put
　　　　　　　　・一り去ε・β一レiε・・一・v7・｝1ρ・　　　．
　　SUbStitUting　thCm　intO　the　lbrmUla　Of　PrOpOSiOn　l，　We　haVe　－
　　　　　　　B（v，ω）＝＝（｛（り一2）ρα一3ρA十vaρa－1ρ一ρa－1ρ［ρP－141十リqi〕　　　　　　　　　　　　　、
　　　　　　　　　　　　　　　　一βρ・－1ρ（9，＋η1ρ一2P2＋・，ρ｝1ρ）＋・》－7（α一1）ρ・－2P2＋・～／－7ρa－1伽・の
　　　　　　　　　　　　　　　　十ερα一iPliω｝12十ρα一1ρ（｛2εv！7十2ρp－1％十（2ni一β（α一1））ρ一1ρ
　　　　　　　　　　　　　　　　十（2n2一β）ρ一1ρ｝v，　ω）．
　　By　Assumptions（ρ，1）（g，1）and　the　fbrmula
脚　　　　　　　2ilvlll1ωB≦11ω月2／～／7－十”へ／一アlivil2　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4。5）
　　we丘nd（letting　the　common　letterεstand　f（）r　each　small　number）that
　　　　　　　the丘rst　inncr　product≧λ（ツーε）ρα一lpllv］12，
　　　　　　　the　last　inner　product≧一ερα一1ρ（llωff2十211vl【2）
　　fbr　sufHcicnty　large　7，　say，　r≧72・Hence，
　　　　　　　B（v，ω）≧R（ツーε）囮12（r≧r，）　　　　　　　　　　　　　　　　．
　　and　thus　Conditioll　l　is　fulfile’d　byψ＝え（レーε）pα一lp．　Thisψalso　satisfies　Condition
　　3as　was　shown　in　Proposition　2．　Next，　since
　　　　　　　α一孟1叩一’ρ（εV〆－Jt－＋ρρ『’g，＋n、ρ一1ρ＋π，ρ一且ρ）
　　　　　　　　　　　　≧0　（r≧r2）
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　mvlrtue　of　Assumptions（ρ，1）（q，1），　Condition　2　is　satis丘cd　by　b＝・O．　Hence，　by
　Lemma　3，　F（r）of　Definition　2，　i．θ．
　　　　　　F＝＝「labll2十ρ一2（Au，　u）十λHuM2－（9，u，　u）一βρ一ip（zb，　u）十ε～／t『ρ一i戸rlull　　　　　（4．6）
　satisfies　the　inequality
　　　　　　F（r）≧（）ρ（r）－v／2－E　　（r≧rs）．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．7）
　On　the　other　hand　g2＝o（ρ一1ρ）andρ｝iρ＝o（1），　we　have　　　　　　　　　’
　　　　　　（λ十ε）M2≧F－（1＋・）Ilabll2一ρ一2（ん，．の「（lglU，の（・≧r、）　．　　・
　from（4．6）by　changingεand　r8　and　recalling　g　＝ei十q2，　Hence，・
　　　　　　（・＋・）∫f，・R・ll・il・dr≧S5，…Fdr－（1・・）∫5，…）1・ll・dr
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－∫こ卿一・（Au，　u）dr二∫5，（1・1・RU・・R・）…　（4・・）
　Wc　note　that　the　conditions　on　qi　and　q2　imply　q　E　Sδ（M）and　hence　the　estimate
・・∫f，（1・1・R・，…）・dr・・（・．・）avail・（・．・）・・b・m・d…d・・
　　　　　　∫5，（・・n…σR・＋・dR・）II・ll・dr
　　　　　　　　　　≧∫5，・R・F・・一（1＋・）∫f，…11・・ll・dr＋（1－・）∫1，・R・ρ一・｝1酬・dr
　　　　　　　　　　≧∫5，・R・F・・一・・n・t・∫託・R・1國1・dr，一　　　．
　where　we　used－（Au，の＝llグ㍑II2．　On　the　other　hand，　Lemma　6　shows
　　　　　　－∫f，・・W訪≧一・・n・t・∫弐M・dr
　Arrang三ng．these　results，．we　gct　　　　・　．
　　　　　　∫f，（・・n・t・σR・＋・dR・＋・・n・t・）ll・H・dr≧∫f，…Fdr・
　Dividing　both　side　by　sup（const．σR2十εdR2十const．）．and　using（4．7），　we　finally
　obtain
　　　　　　∫5，　Uuft・dr≧C∫5，・…（・）－v・・一・dr
　　　　　　　　　　　　　　≧C∫禿；i・（・）一・／・一・dr
　　　　　　　　　　　　　　－c∫f，・（・）一・婦＋σ，
　with　constants　O＞04nd　C　wμerc　r4量s　the　number　appearing　in　the　dc丘nition　of
　σR．Theorc’m　l　is　thus　established．
P…f・fTh…em　2．　Si・cc　P・・cr，　w・・ee・fr・i・i（3．1）th・t　u－（・・）・n－1）／・／・ati・丘・、・h。
　　　　　　コ　cquatlon
　　　　　　π＋グ2ブ2Au＋（え一のトnlr－2u＝0，
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Now　we　setα＝リ／2　and　put＊
　　　　　A。＝＝c｝2r－2／1＋λ一q－nlズ2，　　　　　　　　　　　　　　　　・
　　　　　A且＝0，　　　　　　　　　　　　　　．．
　　　　　，・（・）一…P（・）一・・－1・・（・）－1・（・－1）r－・，　．
and　evaluate　B（v，ω）．　Then，　　　　　　　　　　　　層
　　　　　B（v，ω）＝（｛2グ2（α一1）rα一3∠1十2αrα一17，－rα（4十2αr’ie）－2（α一1）n1rα一3
　　　　　　　　　・・＋1・（・－1）（・一・）・・一・｝v，－v）・　　・
Hcnce，　it　f（）llows　from　O〈α≦1，　nl≧O　and　4十2αr－ig≦0．that
　　　　　B（v，ω）≧2αra－1λllび1ド，
which　shows　that　Condition　l　is　fulfiled　by　gb　＝2αえrα一1．　　　　　　　　　　　．
　　　Condition　2　is　trivial　with　b；O．　If　O＜α〈1，　set　l＝：、K／（1一α）．　Then，　by　not三ng
eP（r）＝7α，ξ（R）of　Condition　3　is　calculated　as
　　　　　ξ（R）一・・n・t・∫S，∫ll・・－1・・p（－K∫1・一・d・）・・dr
　　　　　　　　　－・・n・t・∫5e・xp（・・1－）d・∫質・・－1・xp（－lsl－a）d・
　　　　　　　　　一・・n・t・∫5，・・p（〃1－・）d・∫ll　・・2・－D／（1一の・－1・　dt・
　　　Now，　let　us　notice　the　fbllowing　inequality，　Letαbe　an　arbitrary　constant，
then
　　　　　∫：・一・・一・・婦・一・・－1・一一鐸・…・・一舛α（a十ll2）∫r・一・一・・－1・　dt
　　　　　　　　　　　　　　　≧か一・－1・（f・・…g・x）・
Accordingly，　we　have
　　　　　ξ（R）≧・…t・∫5，r・嚇
　　　　　　　　　＝：Const．　R2a－const．
Ifα＝1，　we　can　takc　1（＞1，　and　a　direct　calculation　yields　alsoξ（R）≧const．　R2－
const．　Thercfbre，　Condition　3　is　satisfied．
　　　The　above　substitutes　the　part　of　the　proof　of　Theorcm　l　from　the　beginning
till（4．7）．　Thencc　finally（4．7）is　replaced　by
　　　　　F（r）≧Cr，v／2　（r≧3r3），
from　whence　we　can　derivc
　　　　　∫5，　il・il・dr≧・・n・t・∫5，・一…dr（r≧ar、）
＊The　construction　of　F（r）with　these　p（r）and　6（r）is　essentially　due　to　J．　Uuhiyama［5］，　though
　the　subsequent　treatment　is　quite　different　from　ours，
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using　the　argumcnt　of　thc
is　cstablishcd．
P…f・fT …em　l　with・ut・hang…Th…Th・・rcm　2
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